I — Primitive d'une fonction / ‘

Primitive et calcul intégral

> M On appelle prin.qitive d'upe fonction f sur un (Auteur - M. Basnary S. — Version 2014)
mtervaue yan| IR toute fonction F dérivable sur / telle que Primitive F(x) ; Fonction y = f (x) ; fonction dérivée /' (x)
la fonction dérivée F' est égale a f.
F estune primitive de fsur / « Ox 07, F'(x) =f(x) ., Dérivée
> Tableau/ - f'ouF « f: (hetp OR) ’ 7{@;“ Foy< = /[
fonction /' — dérivée f’ fonction /' — dérivée /'’ | Primitive |
primitive /' « fonction f primitive F' — fonction f’ oM AT | -
b, k, ou K 0 e’ e’ 2 C/Ej; \ 1=]) /() dx
. | o @x+b) axo@rD /// i « lr(lltzgza(liz(lg de
axx+ K a (1/a) x g @ e @x+b ! o T fonction /. » ou
Vs X X2 X (1/a) x sin(ax+b) cos(ax+b) |I1=[F (X)]ab giﬁg;ii?;i?
V(at+1) x x**t 1 x*@#-1) | (~1/a) x cos(ax+b) sin(ax+b) 'y m----- P2SH /
In x x'=1/ AU+pV Au+pv \‘\ > /!
> 413—"“986_“#)16: des, rimitives dun fonction /; Si F est une IRect;ﬁlgle(s) placéc(zs) a divers x, de largeur dx etltji'airex dA ;f);‘/(x) dx
primitive de f'sur / alors 0 K 0 R, toute fonction F'+ K L -
est aussi une primitive de f sur I. K est appelée la | :.F(b) - Fla) o
constante d'intégration (On choisit souvent K = 0). | en unités d'aires (u.a.) |

II — Intégrale d'une fonction f'sur /=[a ;b | ‘
» Définition: Soit /une fonction dérivable sur 7 [J R, a et

SiOxOLf(x)<0 ; \

SiOx07/(x)=0
alorsI=+ A

alorsI=—A |- o

b deux réels tels que a et b U I et F une primitive de f r\\ **************** | e

sur /, on appelle intégrale de @ a b le nombre réel I tel
que: I = F(b) — F(a). Les autres notations pour I sont:

| 1=1 /() dx= [ F(x) 1" = F(b) - F(a) |
ou: a et b sont les bornes d'intégrations,
[, dx , [ et] sont les symboles du calcul intégral. ‘

N

'y — _ [ I !
| DA=Mx(b-a), | ! Domaine D d'aire A et délimité 1

par: les droites verticales x =a et |
x = b, l'axe des abscisses (y =0) |
et la courbe C/ =r(x)) !

|
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A= -0 ||| T T

IIT — Formules déduites ‘

» Interprétation graphique en termes d'aires: cf. Figure. >

» Propriétés: (et pn O R)
Positivité: Si Ox 07, £(x) = 0 alors J,” /' (x) dx > 0.
Invers®: [,* (x) dx = [F(x)]s" = F(a) — F(b) = - I." f (x) dx

Valeur et notation
moyenne L ouf

Inégalité de la moyenne, valeur moyenne et efficace:
Six 07, onam<f(x)<M alors (cf. Figure)
mx(b—a)<|f(x)dx<Mx (b-a)
Notation et expression
n=1/(b-a) x| f(x) dx

Chasles: [, £ (x) dx = 1.0/ (x) dx + [, f (x) dx
Linéarité: [,” (0 u(x) + pv(x)) dx =11 u(x)dx + I vx)dx | \

» Aire entre deux courbes Cret C, :
Si les limites supérieures et inférieures de D sont les »
fonctions y = f'(x) et y = g(x) alors :

AL (0) — g@) dy =L hx) dx =[H(x) = H(b) ~ H(a)
Remargues: Siy = g(x) = 0 (Axe (Ox)), on retrouve I et
h(x) représente la hauteur d'un rectangle de largeur dx.

=1/ (b-a) <" f@ydy
Remarque: |1 est telle que l'aire p < (b —a) = A= [ f(x) dx.
On reverra la notation 1 ou /'sur les séries statistiques ( x ).
Autre notation pour la primitive 7 de la fonction f:

Fyx) =1 f(t) di = [ F(¢) 1 = F(x) - F(a)
avec [ : primitive de la fonction f'sans constante K.
F, : primitive de la fonction f'qui s'annule en x = a.
Ex: In(x) = [* (1/7) dt (Aire sous la courbe 1/7 entre 1 et x)

efficace /.4 ‘

IV — Application(s) du calcul intégral ‘
Calcul d'aire simple ou d'aire entre 2 courbes Cyet C,.
Calcul de valeur moyenne p et de valeur efficace f.
Calcul de centre d'inertie G (piéce 2D homogene):

G(xe=1L/1;ys=1/I)avecl=A=][)f(x)dx
L=[) e x f@) dv; L=1! (41 () x f () dx
» Volume d'un solide de révolution autour de (Ox):
V=1 (X f(x) X f(x)) dx
> Notation(s) différentielle(s):
dA =f(x)dx (aire), dV = x [ (x)* dx (volume), ...

YV VV

(V en unités de volume) ‘

V — Méthode(s) de calcul intégral ‘
» Par recherche directe d'une primitive 7 de /': cf. tableau

> Par vérification:

F et f'sont données. 11 faut vérifier que /' (x) =/ (x) ‘
Ex: Vérifier que F(x) = (- Y2 x — Y) x e~ ** est une primitive
de f(x) = x x e *. F est de la forme u x v donc:

u(x) = (-2 x—"%) u'lx)y=-"%
vx)=e > Dérivée - V(x)=—2e ¥
F'(x)=u'xv+uxy' =-loxe ™+ (Vax—Ya)x(-2)e >
F'(x)y=-YVaxe ™+ (x+%)xe ™ =xxe™ = f(x)
On vient de vérifier que F est bien une primitive de f.

Dérivée —

> Par intégration par parties: (avec la méme fonction 1)
Rappel: u'xv+uxv'=wxv)
doncuxv'=wxv)—u'xvy
et],) u(x) X v(x) dx = [u(x) x v(x)]." = |.> u'(x) x v(x) dx
Ex1=['f(x)dc=]xxe >draveca=0eth=1.
a) Identification u et v' et recherche de u' et v
u(x)=x

vx)=—"re ™  Primitive
b) Formulaire et recherche de la primitive du 2™ terme.
Cette primitive s'obtient a 1'aide du tableau de I'étape a).
[=] xxe Zdi=[xx(=%e M =[l1x (e ¥ dx
I=['xxe Zdve=[xx (e M —[(-%) x (%) e ]
¢) Regroupement des termes entre [] et simplification.
[=] xxe Zdi=[-Yaxxe *—(+Y%) xe ]
I=]xxe Xdx=[(-Y%x-Y)xe >, =[F(x) ]
Remarque: 1'étape ¢) donne la primitive de /'(x) =x x e %,
c'est la fonction F(x) = (— Yax — V) x e =
d) Calcul final de I = F(b) — F(a) avec a et b données.
Fby=—%¢ * Fla)=—"Y%,1=Y—%e ?=0,148 u.a.

u'(x)=1

ox

vix)y=e *

Dérivée —



