. I-Equation différentielle du 1 ordre (E)
Une variable x (ou f), une inconnue: y(x) avec y' (x)
Trois fonctions «, b et d de la variable x.

Equations différentielles
(Auteur: M. Basnary S. — Version 2012)

,(E): alx) x " (x) + bx) x p(x) = d(x) Equation différentielle (E): Une ou Fonction /'solution
> (E):y'(x)-2y(x)=4x — Une variable x (ou 7) deux de (E) et vérifiant des
— Une fonction y (x) ou /' (¢) conditions condition(s)
II - Solution de 1'équation homogéne (Eo): y, (x) — Ses dérivées ' (x), " (x) initiales initiale(s) (CI).
Identification de a et b et vérification des hypothéses: (—O[uh(lié;/gi;c(:i% 11 djzx) (CD
Ox 01 a(x)#0etaetb sont des fonctions dérivables. | _j équation (E): Jx) =y,
Théoréme: g(x) = b(x) / a(x), G primitive de g : | (E): £ (v, v (v). ' (v), ..) = d (x) /o (e;/;’ :
v, (x) =k x e~ avec k un réel quelconque. 1“membre 2" membre T %) =P,

> a(x)=1, b(x)=-2, a(x)
g(x)=b(x)alx)=-2,G

£0,a"(x)=0,b' (x)=0
() ==2x,y,(x) =k xe*

IIT — Solution particuliére de (E): Y, (x) et méthodes

¥ s

Forme compléte

Forme a coefficients a, b, ...)

Par vérification

Calculer le 1* membre de (E)
avec y, (x) et », x)
yp’72yp= -2-2(-2x-1)

Développer, simplifier
/=2y =-2+4x+2

On doit retrouver le 2™
membre de (E)
yp’ - 2yp= 4 x

y, () ==2x—1estbien

solution particuliere de (E)

) =-2x-1 v ) =(ax+b)
Calcul de la dérivée y, ' (x) (Attention forme de y (x))
v, ()==2 v, x)=a

Par identification
Ecrire (E) avec Y, (x) et yp' x)
et ordonner les termes.
(E)a-2(ax+b)=4x
(E):—2ax+a-2b=4x
Identifier termes a termes,
écrire le systéme vérifié par
les coefficients a, b, ...
Résoudre le systéme

-2a=4 ea=-2

a-2b=0«b=a2=-1
Récrire Y, (x).

y,)=(ax+b)=-2x-1

Equation
différentielle
homogéne ou sans 2™
membre
(E,):
E@yy,..)=0

1= Mbre 2™ Mbre
Solution: y, (x) avec

constantes (k ou 4 et u)

Solution particuliére
de (E): v, (x)
L'expression

(compléte ou bien a
coefficients a, b, ...)
est donnée.
Calculer
v @ ety @

N

Méthode par
vérification

Méthode par
identification

Ve

Expression
compléte de v, ()

v s

‘ IV — Solution générale de (E): Y, (x)=y,(x) + Y, (%)

Solution générale de (E): y, (x)
Y, (@) =y,(x) +y ()

Equation ou systéme
d'équations vérifiées par k

avec constantes (k ou 4 et x)

f'solution de () = f(x)= Y, (%)

Remarques:

ou A et u: les constantes de
y, (@) etde f(x)

> yg(x)=y0(x)+yp(x)=k><ezx72xf1 i

I expression complete d'une fonction f (x). Dans un sujet
‘ V- Solution_fde (E) avec condition initiale (CI) ! d'examen, un probléme est constitué de 2 parties.
La condition initiale (CI) est donnée 1(xo) = yo. 3
Résoudre 1'équation f'(xo) =y, . Donner £ puis f'(x). !
> f(0)=0 o kxe>"-2x0-1=0 = k=1
> f()=e*—2x-1

A) Résolution d'équation différentielle.

B) Etude d'une fonction f(x).

Attention donc au lien qui peut exister entre les deux
! parties. S'il existe, comme f (x) = y, (x) =y, (x) + ¥, (x), on
I peut trouver des informations précieuses sur y, (x), les
| valeurs des constantes, rien qu'a la lecture de I'énoncé.

La résolution d'une équation différentielle conduit a 1'!

Expression compléte
de la fonction f': vers
I'é¢tude de fonction

‘ I — Equation différentielle du 2™ ordre (E)

Une variable x (ou f), une inconnue: y(x) avec ' (x) et y"' (x)

Trois réels a, b, ¢ et une fonction ¢ de la variable x.
(B):axy"(x)+bxy"(x) +cxpx)=dx)

» (E):y'-3y'-4y=-5¢e"

II - Solution de I'équation homogeéne (Ev): y, (x)

Equation caractéristique: a x 7>+ b x r + ¢ = 0 et solutions:

A=bhyY-4ac;A=0
A<0;VA=+VA|xi

oui’=—

etf

r=(-b+A)+ (2a)

r=oxpf xiaveca=->b+(2a)

=|A| + (2a) (prendre £>0)

Théoréme: y (x) dépend du signe de A, 71 et . (cf. formulaire)

> a=1,b=-3,c=—4,A=25 NA=5,rn=4,n=-1
Y, (0)=2Axe* +puxe  (avec 1 et u deux réels)

III — Solution particuliére de (E): Y, (x) et méthodes

Forme compléte
V, X)=xxe*=(1x+0)xe ™~

Forme a coefficients a, b, ...)
yp(x)=(ax+b) Xe *

Calcul des dérivéesyp’ (x) et Y,
@) =Cx ) xe
3 )= (x=2) xe

Par vérification

Calculer le 1* membre de (E)
avee , (¥), v, (¥) ety " (x)
v, =3y -4y =(x=-2)xe™"
“3(xtl)xe™
—4(1x+t0)xe ™~

Développer, regrouper, simplifier
et ordonner les termes
.)}p”73yp,74yp: (0)675) xe "

On doit retrouver le 2™ membre

de (E)
v, =3y -4y ==-5xe™"

A (x) =x x e *est bien solution

particuliére de (E)

" (x) (Attention forme de yp(x))
v, =(-axta-b)xe™
yp”(x)=(ax72a+b) Xe *

Par identification

"

Ecrire (E) avec Yy yp' ety
Regrouper et ordonner.
(E):(ax—2a+b) xe ™
-3(—axta-b)xe
—4(ax+b)xe ™
=(0x-5)xe™ "
Identifier termes a termes, écrire
le systeme vérifié par les
coefficients a, b, ...

Résoudre le systeme
0a=0 = aréel
-5a+0b=-5=a=1,b0R

Récrire Y, (x). (choix b =0)
yp(x):(1x+0)><e"‘:x><e"‘

IV — Solution générale de (E): Y, () =y, (x)+ Y, (x)

> 3,0 =@ty @) =ix et tuxe taxe

> 3, 0)=0, )+ () =4et —pe Tt xt ) xe

V — Solution f'de (E) avec conditions initiales (CI)
Résoudre le systeme vérifié par 1 et u. Récrire f(x).

> f(0)=2
> [10)=—1

e Atu=2
= 4l—u=-2

© - 52=0(©+®)
®epu=2

» f(x)=2xe *+xxe Toubienf(x)=(x+2)xe "



