I — Pré-requis: définition(s) et notation(s).

» Monome: Soit 7 un entier positif ou nul (z O IN) et @, un
réel (a, O R), on appelle mondome de degré ou d'ordre n
la fonction f'définie sur IR par f'(x) = a, x x".

festun monome de degré n < Ox O R, f(x)=a, x x".
Ex: f(x)=-3,2x,—x°, Y4 x’, ...mais pas 1/x* ou 2\x.

» Polynéme: Un polynome est une combinaison linéaire
de plusieurs mondmes, ordonnés ou pas (degré 7ou \).
Le terme de rang p est le monome de degré p. Le degré
du polynome noté d°(P) ou n est le rang p maximun.

P estun polyndme < P(x) =) a,* x” avec d°(P) =n

Polynéme Degré n | Terme de rang p
P(x)=-3+2x-x"+%x n=3 p=0 -3
Px)=—-x+2x'—x+5 n=4 | p=2  0xx

> Notation factorielle: Soit # un entier positif ou nul (n O
IN), 1a notation factorielle associée a n se note n!, se lit
« factorielle n » et est égale au produit des n premiers
entiers. Pour n = 0 on a par propriété 0! = 1.

nONDO n!=1x2x3x-- x(n—1)yxn=]i
Ex:1'=1,21=1x2=2,31=2I x3=6,4!=24.
» Polynome généré par un terme général d'ordre n (ou p):

><l'><...

Chaque mondme s'obtient en appliquant la formule du
terme général en remplagant n (ou p) par 0, 1, 2, ...
Terme général et polyndme généré par ce terme général.
fx)=1+x+x/2+x/6+x/24
f(x)=x-x6+x/120

x"/ n!
=1y x x>/ (2p+1)!

II — Développement limité de /'au voisinage de x = 0.

» Définition: Soit f une fonction définie sur 7 avec 0 [ 1.
La fonction f admet un développement limit¢ (DL) au
voisinage de x = 0 d'ordre 7 si la fonction /'s'écrit:

f@)=fix)+x"xex)=artax+ - +a,x"+x"xegkx)
avec a, = (1/n!) x f(0) et pour x — 0, £(x) — 0.

» Notations

fi (%) : Partie réguliére du DL d'ordre 7.
(Le DL d'un polynome P est identique au polynéme)
X" x g (x) : Terme complémentaire du DL.

ao, ay x, ax x... : Termes de rang 0, 1, 2,... du DL.
n : Ordre (imposé) du DL
a, x" : Terme général (voir formulaire).
£(0) : ™ dérivée de fappliquée en x = 0
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fx)=1+x+x/2+x/6

fHx)=1+x+x2 fr(x)=x-x/6
S5 (x) =x—x%/6 +x/120
Tangente Ty : y=x+1 Tangente Ty : y=x
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IV — Reégles d'opérations sur les DL d'ordre » de /.
Régle n°l: Toutes les opérations ne portent que les
parties réguliéres des développement limitées.

Régle n°2: On ne fait apparaitre dans 'expression d'un
DL que les termes de rang p inférieur ou égal a l'ordre n
imposé du DL.

Régle n°3: Un DL ne contient qu'un seul et unique
terme complémentaire contenant:

Le nom de la variable (x ou #)

L'ordre n imposé du DL (sous la forme x" ou ¢')

La fonction € (sous la forme + x" X g(x) ou + ¢' X &(%))
La limite de € en 0 (lim g(x) = 0 ou lim &(¢) = 0)

V — Opérations sur les DL d'ordre » de f.

Posit® C// Ty C/’> Ty C/ > Ty

POSitO C// Ty C/ > Ty C/ < Ty

III — Propriétés déduites d'un DL d'une fonction /.

> L'intervalle / centré en x = 0 pour lequel les courbes Cyet C;
se superposent est d'autant + large que 'ordre 7 est élevé.

» Le terme ao + a; x du DL est 1'équation y = a x + b de la
tangente Ty a la courbe Cyau point Y d'abscisse x = 0.

» L'étude du signe du terme qui suit dans le DL de f'(de rang 2
ou 3) au voisinage de x = 0 donne la position (dessus ou
dessous) de la courbe C;par rapport a la tangente Ty :

Signe>0 « C;>Ty;Signe<0 « C,<Ty.
» Une valeur approchée de l'intégrale I de la fonction f sur un

intervalle / = [a ; b] proche de x = 0 s'obtient en effectuant
l'intégrale I, de la fonction f,: partie réguliére du DL de /.

1=["fx)dx=1,=["f (x) dx

Ex: f(x)=e* alordre n =2.

a) Identifier la fonction et donner son DL a l'ordre 7.
e=1+t+%hE+Fxef) avec lime(f) = 0.

b) Remplacer ¢ par son équivalent dans f, ici 1 = — x%, en
respectant les régles n°1 et n°3.

eV =1+ x)+% (x> +x*x g(x) avec lim &(x) = 0
¢) Appliquer la régle n°2 pour le DL final. *~°
f(x)=1-x"+x*xg(x) aveclimeg(x)=0.
Combinaison linéaire: A x f+u x gavecAetu R
Ex:f(x)="%e"+%e *alordre n=2.

a) Identifier la fonction et donner son DL a l'ordre 7.
e'=1+x+%x’+x*xgx) aveclime(x)=0.

e =1+(Cx)+%(x)+x*xex) aveclime(x)=0.
e*=1-x+%x+x*xelx) aveclimeg(x)=0.

b) Appliquer la régle n°1 et/ou n°3 pour A et p et /-
Vher=Y+Yax+Yax*+x* xg(x) avec lim g(x) = 0.
Voe =l Yox+Yx*+x*xg(x) aveclime(x)=0.
f(x)=1+%x*+x*xg(x) aveclimeg(x)=0.
Produit de DL: /'x g

Ex: f(x)=(x+2)*xe *alordre n=3.

a) Identifier les fonctions et donner leur DL a I'ordre 7.
e =1+x+%x*+x/6+x xg(x) avec limg(x) = 0.
e =1-x+%x—x/6+xx¢g(x) avec lim g(x) = 0.
b) Appliquer la régle n°1 et n°2 a chacun des termes du
produit /% g, puis faites la somme termes a termes.
xxe*=0+x—x*+x/2+x % g(x) avec lim g(x) = 0.
2xe*=2-2x+x"—x/3+x x¢g(x)avec lim g(x) = 0.
f(x)=2—x+x6+x* x g(x) avec lim £(x) = 0.



