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EXERCICE n°1: (10 points)

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

Partie A. Résolution d'une équation différentielle

On considere 'équation différentielle (£) : y"+2 y"+y =2 e *, ou y est une fonction inconnue
de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur IR, y’ la fonction dérivée de y et " sa
fonction dérivée seconde.

1. a) Résoudre dans R I'équation 7>+ 2 r+ 1 =0.
b) En déduire les solutions définies sur R de 1'équation différentielle (£y) : y"+2 y'+ yp=0.

2. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte. Recopier sur la
copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.
La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte
ni n'enleve de point.

Une solution de l'équation différentielle (E) est donné par la fonction définie sur IR par
l'expression ci-dessous.

gx)=2e™ h(x)=x*e ™~ £ 7 1 lf{r(x)7=72 xie’r"r

Les dérivées premicre et seconde de ces fonctions sont données ci-dessous (ces calculs sont
exacts).

g'x)=-2e" h'(x)=(2x—x?)e* kKx)=(2-2x)e
g'(x)=2e" h"(x)=(x*-4x+2)e ™ k'(x)=(-4+2x)e~

3. En déduire les solutions de I'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de I'équation différentielle (£) qui vérifie les conditions initiales :
f(O)==Tetf'(0)=1.
CORRECTION

b
1. a) Résoudre dans R I'équation#>+2++1=0. a=1, b=2, c=1, A=0, r1=r2=—ﬁ=—l

b) D'apres le formulaire, les solutions sur R de (Ej) sont: y (x)=(Ax+pu)Xe "

2. 11 suffit de vérifier laquelle des trois fonctions g, 4 ou k vérifie 1'équation (E) :
Pourg:g"+2g'+g=2e *—4e *+2e *=0. g vérifie bien (Ey) mais ne vérifie pas (E).
Pourh:h'"+2h'+h=(x*—4x+2)e *+2(2x—x*)e “+x’e *=2e *.h vérifie bien (E).
Pourk:k"+2k'+k=(-4+2x)e *+2(2-2x)e *+ 2xe *=0.

k vérifie bien (Ey) mais ne vérifie pas (E).

La solution particuli¢re de I'équation différentielle (E) est la fonction 4.

X

3.y (1)=pglx)+y,(x) © y(x)=(Axtu)xe +2'e

4. Les conditions initiales sont f(0) =0 et /' (0) = 1.
Il faut dériver la fonction y,. yo est une fonction de type U x V'donc : y',(x)=(A—Ax—p)Xe "

X

La dérivée de y, est donc : y’g(x):y’O(x)+h’(x)@y’g(x):(A—?\x—u)Xe_x+(2x—x2)e_
SO==1 o[ ==1 5 (H==1) ot £(x)=—1e “+x*¢ oubien f (x)=(x’—1)e"*
(f’(o):l L S P P f(0=(r~1)
Remarque(s) : On retrouve bien la fonction f'de la partie B de cet exercice.
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Partie B. Etude d'une fonction
Soit 1 la fonction définie sur R par f(x)=(x>—1) xe ™~
On désigne par C sa courbe représentative de ' dans un repére (O ; 7, _j) .

1. a) Un logiciel de calcul formel fournit ci-dessous une expression de la dérivée de f. Ce logiciel
note $e - *la quantité e *.

(%1il) f£(x) := (x"2 = 1)*%e”(-x);
(%01) £(x) := (x* — 1) %e =
(%12) factor(diff(f(x),x));
(%02) - (x? -2x — 1) %e ~ %

Justifier par un calcul I'expression de /' (x) affichée a la ligne notée (%02) .

b) On rappelle qu'une équation de la tangente 7' a la courbe C au point d'abscisse a est donnée

par:y=f'(a) x (x—a)+f(a).

Déterminer une équation de la tangente 7 a la courbe C au point d'abscisse 0.
2. Développement limité

a) A l'aide du développement limité, a l'ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction t — e’ ,
déterminer le développement limité, a I'ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction x — e *.

b) En déduire que le développement limité, a I'ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction fest :
fx)=—1+x+%x”+x?&(x) avec lim &(x) =0 pour x — 0.

¢) Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte. Recopier sur
la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.
La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne
rapporte ni n'enléve de point.

On veut justifier qu'au voisinage de point d'abscisse 0, la courbe C est au dessus de la droite 7.
Recopier sur la copie la justification qui vous parait exacte.

— 1+ x est positif au V> x? est positif au voisinage x? &(x) est positif au
voisinage de 0. | de 0. voisinage de 0.

M. Basnary S. Maths — Sujet d'examen — 2014_Gr B Page n°3/10



CORRECTION

3. a) La fonction f'de type U x V donc pour la dérivée /', nous avons :

U(x)=x"-1 - U'(x)=2x
Vix)=e* - V'(x)=—e "
f'(x)=U"V+UV'. Voir le formulaire pour la formule.
f(x)=2xe " +(xX’~1)X(—=e ) o f'(x)=2xe " +(=x"+1)X(e™")
f(x)=(=x+2x+1)x(e™) o f'(x)=—(x’-2x—1)X(e™")
On retrouve bien la ligne ($02) indiquée par le logiciel de calcul formel.
b) Pour déterminer une €quation de la tangente 7 a la courbe C au point d'abscisse 0, il suffit
d'appliquer la formule donnée en remplagant a par 0.

/'(0)=1, f(0)=—1. Une équation de la tangente est donc : y=x—1.
4. Développement limité

a) Ecrivons le développement limité, a l'ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction  — e/,
développement limité extrait du formulaire,

e'=1+¢/(11)+1>/(2)+t*&f) avee lim &(r) = 0 pour-¢ — 0.

Remplacons ¢ par ( — x ) uniquement dans la fonction et dans la partie réguliere du
développement limité, afin d'obtenir le développement limité, a I'ordre 2, au voisinage de 0, de
la fonction x — e *. Dans le terme complémentaire, ¢ est remplacé par x. On obtient :

e =1+(x)/AN+(=x)>/Q2!)+x?ex)avec lim &(x) = 0 pour x — 0.

Rappel(s) sur la notation factorielle : factorielle n (n € IN) noté n! est le produit des entiers de
I jusqu'an.onadonc 1!=1,2!=2, 31 =1x2x3=6 ... En utilisant ce rappel, on obtient :

e "=1-x+%x*+x"g(x) avec lim &(x) = 0 pour x — 0.

b) Reégle n°l sur les développements limités : toutes les opérations ne portent que sur les parties
régulieres des développements limités. Appliquons cette regle :

(x?=1)e *=(x*—1)x(1=x+%x*)+x?e(x)avec lim &(x) = 0 pour x — 0.
Développons =x> ~ x>+ % x* =1 +x - % x>+ x? &(x) avec lim &(x) = 0 pour x — 0.
Simplifions =—1+x+ Y% x* — x>+ % x* +x? &(x) avec lim &(x) = 0 pour x — 0.

Reégle n°2 sur les développements limités : On ne fait apparaitre dans l'expression d'un DL que
les termes de rang p inférieur ou égal a l'ordre » imposé du DL.

En appliquant cette régle, le terme de rang 3 en x° et de rang 4 en x* n'apparaitront pas dans
le DL car l'ordre n imposé et n = 2. On obtient finalement :

f(x)=—1+x+%x>+x*ex) avec lim &(x) = 0 pour x — 0.

¢) Propriété n°l sur les développements limités : le terme ay + a; x du développement limité est
'équation y = a x + b de la tangente Ty a la courbe Cyau point Y d'abscisse x = 0. On retrouve
la réponse a question 1.b) y=—1+xoubieny =x— 1.

Propriété n°2 sur les développements limités : L'étude du signe du terme qui suit 1'équation de
Ty dans le DL de f (de rang 2 ou 3) au voisinage de x = 0 donne la position (dessus ou
dessous) de la courbe C; par rapport a la tangente 7y : si le signe est positif, alors C; est au
dessus de 7y et si le signe est négatif alors C; est au dessous de Ty .

Le terme qui suit 'équation de 7y dans le DL est : + Vs x? (Réponse B)
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Partie C. Calcul intégral
1. On note 7=,/ (x) dx ou fest la fonction définie dans la Partie B.

a) Un logiciel de calcul formel fournit, a la ligne notée ($03) , une primitive sur IR de la fonction
f- Ce logiciel note $e ~ *la quantité e ™.
(%13) factor (integrate (f(x),x));
(%03) - (x+1)? %e ~ *

Justifier ce résultat.
b) Montrer que la valeur exacte de /est: /=4¢ ' —16¢°.

2. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte. Recopier sur la
copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.
La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte
ni n'enleve de point.

On admet que f'(x) est positif pour x dans l'intervalle [ 1,3 ].

I est une mesure, en unités |/ est une mesure, en cmz, de | [ est une mesure, en unités
d'aire, de l'aire de la partie =~ l'aire de la partie du plan  -d'aire, de 'aire de la partie
du plan comprise entre I'axe  comprise entre 1'axe des - du plan comprise entre 1'axe
des abscisses, la courbe C et abscisses, la courbe C et 'les | des abscisses, la courbe C et

les droites d'équation droites d'équation les droites d'équation
x=1letx=23. x=1etx=23. | y=1lety=3.
CORRECTION

1. Soit F(x) la fonction définie par F(x) = —(x + 1 )* e *. Il suffit de montrer que la dérivée de la
fonction F est la fonction ' pour montrer que F est une primitive de la fonction f.

a) La fonction F de type U % V donc pour la dérivée F' ', nous avons :
U(x)=—(x+1=—x"-2x—-1 - U'(x)=—2x-2
Vix)=e" - V'(x)=—e "
F'(x)=U'V+UV'. Voir le formulaire pour la formule.
FAx)=(=2x-2)e "+ (—x"—2x—1)X(—e ") & F'(x)=(=2x-2)e "+(x’+2x+1)x(e™")
: F'(x)=(x'=1)x(e ") & F'(x)=f(x)
On retrouve bien pour F' la fonction f. F est bien une primitive de la fonction f.

b) Par définition de I'intégrale, nous avons / = [;* £ (x) dx = F(3) — F(1). Soit :

F(3)=—4*¢ *=—16e ", F(1)==2%¢ '=—4¢ ' soit I=—16¢ *+4e".

2. Réponse A.

Remarque(s) : Pour la proposition B, les unités sont les deux axes ne sont pas fournis. Il est donc
impossible de savoir si / est une mesure en cm?”. Pour la proposition C, les droites d'équation y =
1 et y = 3 sont des droites horizontales. Ces données sont incompatibles avec les bornes
d'intégrations qui sont x = 1 et x = 3.
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EXERCICE n°2: (10 points)
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
Dans cet exercice, les résultats approchés sont a arrondir a 10 2.
Un fournisseur d'acceés a Internet étudie les défaillances de son systéme de transmission par
ADSL.
Partie A. Evénements indépendants

On considére que les défauts d'éligibilité a ' ADSL sont dus a deux causes principales :
— le diametre des fils de cuivre utilisés entre le central et le domicile de 1'abonné est trop faible
(inférieur a 0,4 mm),
— la distance entre le domicile de I'abonné et le central téléphonique est trop importante.

On considére un abonné pris au hasard dans un département donné. On note 4 1'événement «le
diametre des fils entre le central et le domicile de 1'abonné est trop faible », et B 1'événement « la
distance entre le domicile de I'abonné et le central téléphonique est trop importante ».

Une étude statistique permet d'admettre que les probabilités des événements A4 et B sont :
P (4)=0,02 et P (B) = 0,085. On suppose que les éveénements A et B sont indépendants.

Calculer la probabilité des évenements suivants :
1. E; : «la ligne téléphonique de I'abonné posseéde les deux-défauts d'éligibilité a I'ADSL ».

2. E, : «la ligne téléphonique de I'abonné posséde au moins un des deux défauts d'éligibilité a
I'"ADSL ».

CORRECTION

1. Il est possible de faire un arbre de probabilité, qui est le suivant (4 et B sont indépendants) :

Chemin Probabilité

B (1) )4
0,085
A
Univers
)02 \ —
o ,]; (i) )2
_ 0,085
A
0,9 -
B “4) Ps

D'aprés I'arbre de probabilité, ona: P(E,)=P(ANB)=p,=P(A)XP(B)=1,7x10"~0,002

2. D'aprés l'arbre de probabilité, ona: P(E,)=1—p,=1-0,98x0,915=0,1033~0,103
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Partie B. Loi binomiale et loi de Poisson

Les données utilisateur sont transmises par trames de 53 octets. Dans un connexion, on préleve
une trame au hasard. La connexion est suffisamment importante pour assimiler ce prélévement a un
tirage au hasard et avec remise de 53 octets parmi l'ensemble des octets transmis lors de la
connexion.

On suppose que la probabilité qu'un octet prélevé au hasard dans la connexion contienne une
erreur est 0,03. On considére la variable aléatoire X qui, a tout prélevement de 53 octets ainsi défini,
associe le nombre d'octets contenant une erreur.

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.
2. Calculer la probabilité que, dans un tel prélévement, aucun octet ne contienne une erreur.
3. Calculer la probabilité que, dans un tel prélévement, au plus trois octets contiennent une erreur.

4. On considere que la loi suivie par X peut étre approchée par une loi de Poisson.
Justifier que le parametre de cette loi de Poisson est A = 1,59.

5. On désigne par Y une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A = 1,59.
Calculer, a l'aide la calculatrice :

a) P(Y=0),
b)P(Y<3).

CORRECTION

1. X est une variable aléatoire qui représente le nombre 4 d'octets contenant un erreur dans un lot de
n =53 octets (k prend les valeurs entieres entre 0 et 5.).

A chaque tirage ou épreuve, il y a deux issues possible :
> une issue appelée succes, ici, « I'octet contient une erreur » de probabilité p = 0,03.
> une issue appelée échec, ici, « l'octet ne contient pas d'erreur » de probabilité g = 0,97

Comme ce prélévement des n = 53 octets s'effectue sous 1'hypothése d'un tirage avec remise,
chaque tirage ou épreuve, appelée épreuve de Bernouilli, se répéte de maniére identique un
certains nombre de fois, ici, n = 53 fois.

De plus chacun des résultats des tirages sont indépendants les uns des autres.

Ceci est la définition mathématique d'une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de
parametres n = 53 et p = 0,03, donc :

X suit la loi binomiale B (n =53, p=0,03)
2. On cherche P(X=0). On trouve : P(X=0)~0,199

3. On cherche P (0 < X <3).Ontrouve : P(0<X<3)~0,926

4. Pour approcher une loi binomiale B ( n, p ) par une loi de poisson P ( 1), il faut utiliser comme
parameétre A de la loi de poisson la valeur A= n X p =50 x 0,03 = 1,59.

5. En utilisant la loi de Poisson de parametre A = 1,59,
a) On cherche P (Y=0). On trouve : P(Y=0)~0,204
b) On cherche P (0 < Y < 3).On trouve : P(0<Y<3)~0,923

Remarque(s) : Les résultats entre les deux lois sont proches pour les deux calculs.
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Partie C. Intervalle de confiance

Dans cette partie, on consideére un stock de rouleaux de cables de cuivre destiné a la livraison a
une entreprise d'installation de lignes téléphoniques. On souhaite estimer la fréquence inconnue p
des rouleaux de ce stock ayant une section inférieure a 0,4 mm.

On préleve un échantillon aléatoire de 100 rouleaux dans ce stock. Ce stock est assez important
pour que l'on puisse assimiler ce prélévement a un tirage avec remise de 100 rouleaux.

On constate que seuls 4 rouleaux de cet échantillon ont une section inférieure a 0,4 mm.

1. Donner une estimation ponctuelle de la fréquence inconnue p des rouleaux de ce stock ayant une
section inférieure a 0,4 mm.

2. Soit F la variable aléatoire qui, a tout échantillon de 100 rouleaux ainsi prélevé dans ce stock,
associe la fréquence des rouleaux de cet échantillon ayant une section inférieure a 0,4 mm.

On suppose que F suit une loi normale de moyenne inconnue p et d'écart-type M

100
a) Déterminer un intervalle de confiance de la fréquence p avec un coefficient de confiance 95%.

b) On considére l'affirmation suivante : « la fréquence p est obligatoirement dans l'intervalle de
confiance obtenu a la question 2.a) ».
Cette affirmation est-elle vraie ?

M. Basnary S. Maths — Sujet d'examen — 2014_Gr B Page n°8/10



CORRECTION

4
1. Sur 100 rouleaux, 4 ont une section inférieure a 0,4 mm donc : p=——=0,04

100

2. On rappelle que F suit une loi normale de moyenne m = p et d'écart-type ¢ = \/ % .
a) Méthode n°l: Avec le formulaire et en ! A
utilisant la transformation de la loi | /c #NLoi N(m ;o)

normale N'( m ; ¢ ) vers la loi normale
centrée réduite N'( 0 ; 1) (voir figure ci-
contre), on cherche

l'intervalle de " o m—h m¢o

confiance [ fi=m — h ; p=m + h ], | f

centré autour de la moyenne m, au seuil
. F=oxT+m
de confiance de 95% donc au seuil de

72 aﬁ/p(_x T< t)\%
< s
= T

risque o = 0,05.

| 0—1\

m+h— +oo

L01.’]\f(0 1)

Données: m = 0,04, 6 = 0,0196, o = 0,05. — =0t

L=(fp—-m)/oc <
h=(fi-m)/o <
Inconnue(s): h ou t
Calcul(s):

=hlo Foo

h=t=+h/c et H(t)=1—

Y

h=—t=—h/oc et H(-¢)=1

ZTI( ).

P(fisF<f,)=1-a S P(t<sT<th)=1-a
< ee)-M(s) =1-a
< n(t)-IM(-¢)=1-a
& H(t)-(1-TI(t))=1-
< 2xIl(t)—-1=1-a
o [ie)=1-%o.
Remarque(s): Cette dernicre formule avait déja été obtenue a partie de la ligne données.
Application(s) numérique(s): — < II(¢)=0,975
S t=1,96 (par lecture inverse de la table).
= h/o =1,96.
< h=19%0c < h=0,038

Un intervalle de confiance de la fréquence p au niveau de confiance de

M. Basnary S.

[fi=m—h;fpi=m+h]soit[ 0,002 ; 0,078 ]
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Méthode n°2: Avec uniquement les calculatrices (CASIO ou TI), on obtient :
Données: m = 0,04, 6 = 0,0196, a = 0,05 (c'est le seuil de risque) et 1 — a = 0,95 (c'est le seuil

de confiance)

CASIO GRAPH 85 CASIO GRAPH 35+

MENU STAT
+

touche EXE

Touche F5 (sous menu DIST) : Distribution
Touche F1 (sous menu NORM) : Loi normale
Touche F3 (sous menu InvN) : Lecture inverse

On peut' calculer f; avec
P(F<f)=1-Y%q

On peut calculer [ f1 ; f> ] avec

TI-82 STATS
Touche 2™ VARS

?Eii OFAL
rormal edf e

22 normal cdf o
EH i nuHorm

Choix de la troisiéme
fonction : invNorm(
+ touche EXE

On peut” calculer £, avec

P(i<F<fi)=1-a

Entrée des données

+ touche EXE
Inwverse Hormal

P(F<f)=1-"%a

Entrée des données I1( ¢ ), m

et 6 + touche EXE

1nuHDPmiE o7 S.H.
Hd, @, @195

Entrée des données

+ touche EXE
Inverse MHormal

[=F) Fea LB724152941
-i EI H196 -ﬁ Ei H196
@, B 2. Bd
Ea'u'e EE‘E : Horne EiEEuEEE Haorne
L:EIEII'E-::EHET CHTER |LEFT |HIEHT|EHTF€
Inverse Hormal Ihverze Hormal -
i Low=1. 534 7 -03 +=A, 37241529 J=0,078 et
ziUp =0.87241529 £=0,078 et h = — m = 0,038 h=f—m=0,038
Résultat : Résultat : Résultat :
[fi;/]1=10,002;0,078 ] [ﬁ,/} 0002 0,078 ] [f1:/1=10,002;0,078]

b) L'affirmation suivante : «lafréquence p. est obligatoirement dans l'intervalle de confiance
obtenu a la question 2.a) » est une affirmation :

Fausse

Explication : C'est le caractere obligatoire de l'affirmation qui rend cette affirmation fausse.
En effet, a chaque échantillon de 100 rouleaux, il n'y a que 95% de chance (c'est le seuil de
confiance) de trouver une fréquence p de rouleaux ayant une section inférieure a 0,4 mm
appartenant a l'intervalle [ 0,002 ; 0,078 ].

Un échantillon quelconque peut donc donner une fréquence p de rouleaux ayant une section
inférieure a 0,4 mm qui se trouve a l'extérieur (soit a gauche, soit a droite) de l'intervalle
[ 0,002 ; 0,078 ]. La probabilité est méme a = 0,05 (c'est le seuil de risque).

1 On peut calculer f; avec P ( F < f1 ) =— ' a. Il suffit de refaire le calcul avec [sIR=F] 1, I
2 Onpeut calculer f; avec P ( F < fi ) =— Y% a. Il suffit de refaire le calcul avec TrraHarm E EEE E
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