EXERCICE 1 (11 points)

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d'une équation différentielle
On considere I'équation différentielle (£) :

' =_1
+ +y=
A+0)y'+y=q17=
ou y est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur ] — 1, + o[ et y'sa

fonction dérivée.

1° Démontrer que les solutions sur ] — 1, + oo [ de I'équation différentielle (Ey ) :
(I+x)y'+y =0

sont les fonctions définies par A(x) = xi T ou k est une constante réelle quelconque.
2° Soit g la fonction définie sur ] — 1, +oo [ par g(x) = "h'l'l%:g;x_) .

Démontrer que la fonction g est une solution particuliére de I'équation différentielle (£ ).
3° En déduire I'ensemble des solutions de 1'équation différentielle (£ ).

4° Déterminer la solution f de I’équation différentielle (£ ) qui vérifie la condition initiale

f)=2.
B. Etude d’une fonction

2+In(1+x)

1+x )
Sa courbe représentative C, dans un repére orthonormal ou 1’unité graphique est 1 cm, est
donnée ci-dessous.

Soit f la fonction définiesur ] -1, + oo [ par f(x) =
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1°On admetque lm f(x)=-o etque lim f(x)=0.
x—>—1 X —>+400
Que peut-on en déduire pour la courbe C ?

I1-In(1+x)
(1+ x)°

b) Résoudre dans ] - 1, + o [ I'inéquation — 1 —In(1 +x) > 0.

En déduire le signe de f'(x) lorsque x varie dans ] — 1, + oo [.

c) Etablir le tableau de variation de f.

2° a) Démontrer que, pour toutxde ] —1,+ o [, f'(x) ==

3° Un logiciel de calcul formel donne le développement limité, 2 1’ordre 2, au voisinage
de 0, de la fonction f :

f)=2-x+12+ x? £(x) avec lim &(x) =0.
2 x>0
Ce résultat, admis, n’a pas a étre démontreé.
a) En déduire une équation de la tangente T 4 la courbe C au point d’abscisse 0.
b) Etudier la position relative de C et T au voisinage de leur point d’abscisse 0.

C. Calcul intégral

1° Déterminer la dérivée de la fonction G définie sur ] — 1, + oo [ par :

Gx) = 5 [In(1+x)]"

2° En déduire qu’une primitive de f sur ] - 1, + oo [ est définie par :
F(x)=2In(l +x) + %[In(l +x)]?.

2
3°a)Onnote /= [ f(x) dx. Démontrer que /= %(1113)2 +2In3,

b) Donner la valeur approchée arrondie & 102 de 1.
¢) Donner une interprétation graphique du résultat obtenu au b).
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EXERCICE 2 (9 points)
Les quatre parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

Une usine fabrique, en grande quantité, des rondelles d’acier pour la construction. Leur
diamétre est exprimé en millimétres.

Dans cet exercice, sauf indication contraire, les résultats approchés
sont 3 arrondir 3 1072,

A. Loi normale

Une rondelle de ce modéle est conforme pour le diamétre lorsque celui-ci appartient a
Pintervalle [89,6 ; 90,4].

1° On note X, la variable aléatoire qui, 2 chaque rondelle prélevée au hasard dans la
production, associe son diamétre. On suppose que la variable aléatoire X; suit la loi
normale de moyenne 90 et d’écart type o= 0,17.

Calculer la probabilit¢ qu’une rondelle prélevée au hasard dans la production soit
conforme.

2° L’entreprise désire améliorer la qualité de la production des rondelles : il est envisagé de
modifier le réglage des machines produisant les rondelles.

On note D la variable aléatoire qui, & chaque rondelle prélevée dans la production future,
associera son diametre. On suppose que la variable aléatoire D suit une loi normale de
moyenne 90 et d’écart type o;.

Déterminer o) pour que la probabilité qu’une rondelle prélevée au hasard dans la
production future soit conforme pour le diamétre soit égale a 0,99.

B. Lot binomiale

On note E I’événement : « une rondelle prélevée au hasard dans un stock important a un
diametre défectueux ».

On suppose que P(E)=0,02 .

On préléve au hasard quatre rondelles dans le stock pour vérification de leur diamétre. Le
stock est assez important pour que 1’on puisse assimiler ce prélévement a un tirage avec
remise de quatre rondelles.

On considére la variable aléatoire Y; qui & tout prélévement de quatre rondelles associe le
nombre de rondelles de ce prélévement ayant un diameétre défectueux.

1° Justifier que la variable aléatoire Y; suit une loi binomiale dont on déterminera les
parameétres.

2° Calculer la probabilité qzue, dans un tel prélévement, aucune rondelle n’ait un diamétre
défectueux. Arrondir a 107",

3° Calculer la probabilité¢ que, dans un tel prélévement, au plus une rondelle ait un
diamétre défectueux. Arrondir 2 10 3.
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C. Approximation d’une loi binomiale par une loi normale

Les rondelles sont commercialisées par lots de 1000.

On préléve au hasard un lot de 1000 dans un dépét de ’usine. On assimile ce prélévement a
un tirage avec remise de 1000 rondelles.

On considére la variable aléatoire Y, qui, a tout prélévement de 1000 rondelles, associe le
nombre de rondelles non conformes parmi ces 1000 rondelles.

On admet que la variable aléatoire Y- suit la loi binomiale de paramétres n = 1000 et p = 0,02.
On décide d’approcher la loi de la variable aléatoire ¥, par la loi normale de moyenne 20 et
d’écart type 4,43.

On note Z une variable aléatoire suivant la loi normale de moyenne 20 et d’écart type 4,43 .

1° Justifier les paramétres de cette loi normale.

2° Calculer la probabilité qu’il y ait au plus 15 rondelles non conformes dans le lot de 1000
rondelles, c’est a dire calculer P(Z < 15,5).

D. Test d’hypothése

On se propose de construire un test d’hypothése pour contrdler la moyenne u de I’ensemble
des diametres, en millimeétres, de rondelles constituant une grosse livraison a effectuer.

On note X, la variable aléatoire qui, a chaque rondelle prélevée au hasard dans la livraison,
associe son diameétre.

La variable aléatoire .X; suit la loi normale de moyenne inconnue u et d’écart type o = 0,17 .

On désigne par :Y—z la variable aléatoire qui, a chaque échantillon aléatoire de 100 rondelles

prélevé dans la livraison, associe la moyenne des diamétres de ces rondelles (la livraison est
assez importante pour que I’on puisse assimiler ces prélévements a des tirages avec remise).

L’hypothése nulle est Hy : £ = 90. Dans ce cas la livraison est dite conforme pour le diamétre.

L’hypothese alternative est H : u # 90.
Le seuil de signification du test est fixé a 0,05.

1° Enoncer la regle de décision permettant d’utiliser ce test en admettant, sous I’hypothése
nulle Hy, le résultat suivant qui n’a pas 4 étre démontré :

P (89,967 < X, <90,033) =0,95.

2° On préléve un échantillon de 100 rondelles dans la livraison et on observe que, pour cet
échantillon, la moyenne des diamétres est ¥ = 90,02 .

Peut-on, au seuil de risque de 5%, conclure que la livraison est conforme pour le
diametre ?

GROUPEMENT B DES BTS SESSION 2005

Mathématiques MATGRBI1

Durée : 2 heures Page : 5/5




Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme

de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab) = Ina +Ind, oia>0etd>0
exp(a +b)=expaxexph

t =etlna

a ,oua>0

t% =% Ghss0
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb

sin(a+b)=sinacosb+cosasinb
cos(2t)=2coszt—l =1-2sin?¢

sin(2¢) = 2sin¢ cost
sin p +sing = Zsinp—;—‘—l-cosp—;q—

sin p —sing = Zsin—p—zjicosp—“]

Cosp +cosq = 2cos£2igcos£;—q
Pr*q P19
2

cos p —cosg =—2sin 3

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites vsuelles

Comportement a l'infini

lim Int =+w ;

1=+

lim e =+ ;

t—>+00

lim ¢/ =0;

t——o

Sia>0, lim % =+w ; sia<0, lim t* =0
{~>+c0 { ~»400

Croissances comparées a l'infini
ef
Sia>0, lim —=+wo
t—+o0 &

Si@>0, lim 2

t—>+oo &

Formulaire de mathématiques

cosacosh = %[cos(a + b)+ cos(a - b)]
sinasinb = % [cos(a - b) - cos(a + b)]

sinacosh = %[sin(a +b)+sin(a - b)]

e’ =cost +isint

cost = l(e" + e'i'), cht= —l—(e’ +e_’)
2 2

sinf = i,(ei' - e"i'), shz = —l-(e' - e_’)
2i 2

e =e®(cos(B1)+isin(B¢)), ona=a+if

Comportement a l'origine

limin¢ = -
t—0

Sia>0, lim* =0 ; six<0, lim¢% = 4o
t—>0 t—>0

Sie>0, limt*Inr=0.

t—0
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

0] £ 10 1)
Int 1 cht sht
t
o! e sht ch¢
o a-1 .
(e R) at Arcsint >
sin ¢ cos t 1-¢
. 1
cost —sin¢ Arctant 5
1+¢
LA 1+tan’t
ant cost e (@ae1,0) ae™

Opérations
(u+v)' =u'+v
(k)

(uv), =u'v+uy

N«
u uz

! ’ ’
u uv-—uv
v v2

¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur(a,b]:

=[P e

=ku'

b-a

d) Développements limités
2
o c1e bl +t"¢(r)
1 2! n!
1 2
—=1—t+t +~-+(—
1+¢
( ) PRI
In{l1+1¢ t——+—+
2 3

(1

e) Equations différentielles

1" +t"< (t)

-1 +ts()

(vo u)’ =(vVou
(e"j =e'u

r

w oo . .
(ln u) =—, u 4 valeurs strictement positives
u

(ua) =au® o

Intégration par parties :

[[le) v6) ar = Be)01% - [ ) ko)

ine=t L0 g
1 3! 5t (2p+1)v
cost—l—ﬁ-+—4 l)p +t21’
2! (_7
(1+t)“=1+%t+a(‘; 1):2+ yola-1) n(!a n+1)t"+t"e(t)

Equations

Solutions sur un intervalle I

alt)x' +b(t)x=0

fO)=ke™¢

ou G est une primitive de ¢ —> Z_
‘)

b{t)

" +bx'+cx=0
équation caractéristique :
ar’ +br+c=0

de discriminant A

Sia>0, f{t)= e + pe™
Sia=0, £{t)= (&t +p)e”
SiA<0, f(t)=[Acos(8¢)+ usin(B1)le”

ol n et r, sont les racines de 1’équation caractéristique
ou r est la racine double de I’équation caractéristique

! o n=a+if et r, = a—if sont les racines

complexes conjuguées de I'équation caractéristique.
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3. PROBABILITES

a) Loibinomiale P(x =k)=Ckpkg"* o Ck= ;’—(n—"'T)’  E(X)=np ; o(x) = Jnpg
b) Loi de Poisson
i PR 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
P(X = k) =S k'/l 0 0,8187 | 0,7408 0,6703 0,6065 | 0,5488
1 01637 | 0,2222 | 02681 | 03033 | 03293
E(x)=4 2 0,0164 | 0,0333 | 0,053 | 00758 | 0,0988
3 0,0011 | 00033 | 00072 | 00126 | 00198
4 0,0000 | 0,0003 | 0,0007 | 0,0016 | 0,0030
vix)=4 5 0,0000 | 0,001 | 0,0002 | 0,0004
6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
4| 1 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0368 0.223 0.135 0.050 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0.368 0.335 0.271 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 0.271 0.224 0.147 0.084 0.045 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003 0.022 0.060 0.104 0.138 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.132 0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
1 0.000 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 0.052
15 0.001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0.013
18 0,000 0.001 0.003 0.007
19 0.000 0.001 0.004
20 0.001 0.002
21 0,000 0.001
22 0.000
¢) Loi exponentielle
Fonction de fiabilité : R(t)=e~% E(x)= % (M.T.BF.) o(X)= %
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d) Loi normale

2

. T L, oy ers 1 -
La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f (x) = e 2
2n

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE A o,1)

()= P(r <f)= fwf(x)dx J@\
0 ¢

t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,500 0 0,504 0 0,508 0 0,512 90 0,516 0 0,519 9 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359

0,1 0,5398 0,543 8 0,5478 0,551 7 0,555 7 0,559 6 0,563 6 0,567 5 0,571 4 0,5753
0,2 0,5793 0,583 2 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,6103 0,614 1
03 0,6179 0,621 7 0,625 5 0,629 3 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,6443 0,6480 0,651 7
0,4 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,6772 0,680 8 0,684 4 0,687 9
0,5 0,691 5 0,695 0 0,698 5 0,701 9 0,705 4 0,708 8 0,7123 0,7157 0,719 0 0,722 4
0,6 0,725 7 0,729 0 0,732 4 0,735 7 0,738 9 0,742 2 0,745 4 0,748 6 0,751 7 0,754 9
0,7 0,758 0 0,761 1 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,782 3 0,7852
08 | 0,7881 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,802 3 0,805 1 0,807 8 08106 08133
09 | 08159 0,8186 0,8212 0,823 8 0,8254 0,828 9 0,8315 0,8340 08365 0,8389

1,0 | 08413 0,843 8 0,846 1 0,8485 03508 0,8531 0,855 4 0,857 7 0,859 9 08621
1,1 0,864 3 0,866 5 0,868 6 0,870 8 03729 0,874 9 0,8770 0,8790 0,881 0 0,883 0
1,2 | 08849 0,886 9 0,888 8 0,890 7 03925 0,894 4 0,896 2 0,898 0 0,899 7 0,901 5
1,3 | 09032 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 09115 0,913 1 09147 0,916 2 09177
14 | 09192 0,9207 0,9222 0,923 6 09251 0,926 5 09279 0,929 2 0,930 6 09319
1,5 | 09332 09345 0,9357 0,937 0 0,938 2 09394 0,940 6 0,941 8 09429 09441
1,6 | 09452 0,946 3 09474 0,948 4 09495 0,950 5 09515 09525 09535 0,954 5
1,7 | 09554 0,956 4 09573 0,958 2 09591 09599 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,9633
1,8 | 09641 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,9678. | 09686 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 | 09713 09719 09726 0,9732 09738 q,974 4 0,975 0 0,975 6 0,976 1 0,976 7

2,0 t 09772 09779 0,978 3 0,978 8 09793 09798 0,980 3 0,980 8 0,981 2 0,981 7
2,1 0,982 1 0,982 6 0,983 0 0,983 4 09838 0,984 2 0,984 6 0,985 0 0,985 4 0,985 7
2,2 1 09861 0,986 4 0,986 8 0,987 1 0,987 5 09378 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
23 ] 09893 0,989 6 0,989 8 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 60,9911 0,991 3 0,991 6
24 | 09918 0,992 0 0,992 2 09925 0,992 7 0,992 9 0,993 1 0,9932 0,993 4 0,993 6
25 | 09938 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,994 9 0,9951 0,9952
26 | 09953 09955 0,995 6 0,995 7 0,995 9 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 [ 09965 0,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 0,997 0 0,9971 0,997 2 0,997 3 0,997 4
2,8 0,997 4 0,997 5 0,997 6 0,997 7 0,997 7 0,997 8 0,997 9 0,997 9 0,998 ¢ 0,998 1
29 | 09981 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

¢ 3,0 3,1 3,2 33 34 3,5 3.6 3,8 4,0 4,5

II(?) 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0,999928 | 0,999 968 | 0,999 997

Nota : H(—t)= l—l'I(t)
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