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EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Durée : 3 heures Coefficient : 2

La clarté du raisonnement et la qualité de la rédaction
interviendront pour une part importante dans ’appréciation des copies.

L’usage des instruments de calcul et du formulaire
de mathématiques est autorisé.

Une feuille de papier millimétré est fournie.

Le sujet comprend S pages numérotées de 1/5 3 5/5.

Le formulaire officiel de mathématiques est joint au sujet.
Il comprend 2 pages numérotées 1 et 2.
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EXERCICE 1 (6 points)

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’une équation différentielle

On considére I’équation différentielle (E): y''— y =(-4x—6)e "

ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur Ret y'' sa
fonction dérivée seconde.

1° Déterminer les solutions sur R de 1’équation différentielle (E) :
y'-y =0.

2° Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (x* + 4x) e ~.
Démontrer que la fonction g est une solution particuli¢re de 1’équation (E).

3° En déduire ’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (E).

4° Déterminer la solution particuliére f de I’équation différentielle (E) qui vérifie les
conditions initiales f (0) =3 et f'(0)=1.

B. Etude locale d'une fonction
Soit fla fonction définie sur R par £ (x) = (x> + 4x + 3) e ~.

1° a) Déterminer le développement limité, a I’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction
X

définie parx > e~ ",

b) En déduire que le développement limité, a I’ordre 2, au voisinage de 0, de la
fonction fest: f(x)=3 +x — %xz +x> &(x) avec ling e(x)=0.

2° On désigne par C la courbe représentative de f dans un repére orthogonal du plan.

a) Déduire de la question précédente une équation de la tangente T a la courbe C au
point d’abscisse 0.

b) Etudier les positions relatives de C et T au voisinage du point d’abscisse 0.
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EXERCICE 2 (5 points)
A. Etude des variations d’une Sfonction

On considére la fonction f définie sur R par £ (x) = (ax + b) e ~*, ot a et b sont deux
nombres réels.

La courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal ou I’unité
graphique est 2 cm est donnée ci-dessous.
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1° La courbe C passe par les points 4 et B de coordonnées respectives (0, — 2) et (2, 0).
Déterminer les nombres réels a et 4.

Dans la suite de cet exercice, on admet que la fonction f est définie sur R par

f)=(x-2)e ™~
2° a) Démontrer que, pour toutxde R, f'(x) =3 -x)e ™"
b) Etudier le signe de f'(x) sur R.
¢) Etablir le tableau de variation de I

Dans ce tableau, on ne demande pas de faire figurer les limites.
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B. Calcul intégral

2
On note [ = [O £ (x) dx.

1° A I’aide d’une intégration par parties, démontrer que /=—1 - e .

2° a) En déduire la valeur exacte de ’aire S en cm? de la partie du plan limitée par les
axes de coordonnées et la courbe C entre les points 4 et B d’abscisses respectives 0
et 2.

b) Donner la valeur approchée de S arrondie a 10~ 2,

EXERCICE 3 (9 points)
- -
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O; i, j
centimetres.

On appelle courbe de Bézier définie par les points de définition 4; (0 < i < n) ’ensemble

) ou I'unité graphique est 2

bl

> n — P .
des points M(¢) tels que : OM(¢) = ZB,.’,, ()04, ou B, (1) = C:, t'd-n"""

i=0
A. Construction d’une courbe de Bézier C,

Dans cette question, on s’intéresse a la courbe de Bézier C; définie par les quatre points
de définition A(0, 1) ; B(2, 1) ; C(0, 2) ; D(0, 4), dans cet ordre.

1° Démontrer que, pour tout  de [0, 1], By, 3(f) =3¢ — 6% + 31>,

2° On admet que, pour tout ¢ de [0, 1] :
Bos(t)=1-=3t+3t> -1, By 3(t) =3t -3t et B3 3(n = 1°.
En déduire qu’un systéme d’équations paramétriques de la courbe C) est :
2 3
x = fit) =61 - lzt O ar appartient a I’intervalle [0, 1].
y=g®=1+3¢

3° Etudier les variations des fonctions f et g1 sur [0, 1] et rassembler les résultats dans un
tableau unique.

4° Préciser les coordonnées des points de la courbe Cj ou les tangentes sont paralléles
aux axes de coordonnées.

5° Montrer que la droite (4B) est tangente a la courbe C; au point 4.

6° Tracer la tangente (4B) et la courbe C; dans le repére donné au début de 1’énoncé.
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B. Etude géométrique et construction d’une courbe de Bézier C,

On considere la courbe de Bézier C, définie par les trois points de définition E(- 2, 0) ;
F(-3, 1) et A(0, 1), dans cet ordre.

Les deux résultats suivants n’ont pas a étre démontrés.

¢ Un systéme d’équations paramétriques de la courbe C; est :

{x = f()=-2-2+4

N ol f appartient a I’intervalle [0, 1].
y=g=2t—t

e Le tableau de variations conjointes des fonctions f, et g, est le suivant :

t 0 Qlf 1
Lo -2 - 0 + 6
) 0
£ T _—
-2,25
g'm |2 + 0
1
0] //
0

— ] —

1° Construire sur la figure de la partie 4 le point M tel que EM, = % EF | le point M,

ey 1
tel que FM, = 5

———

MM

— —
FA etlepoint R tel que MR = -

1
2
2° Calculer les coordonnées des points Mo, M; et R.

3° Montrer que le point R est le point de la courbe C; de paramétre % .

4° Montrer que la droite (4F) est tangente a la courbe C; au point 4.
5° Montrer que les courbes C et C, ont la méme tangente au point 4.

6° Tracer la courbe C; sur la méme figure que la courbe C;.
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES
BTS CONCEPTION DE PRODUITS INDUSTRIELS

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab)=lna+Inb, ola>0etb>0
exp(a+b) =expaxexpb

r tina
=€

a ,oua>0

t% = o> 0
cos(a+b)=cosacosbh—sinasinb
sin{a +b) =sinacosb + cosasin b
cos(2t) = 2¢cos’r—1=1-2sin’t
sin(2¢) = 2sinfcos¢

2
rtreq
2

,‘_ —
cos p+cosg = 2cos—‘{)q—q—cos—p——i—i

. . . p+
sin p+sing =2sin p2 9
sin p—sing = ZSin-‘—U-%icos

. ptg . p-
cOS p—CcoSy =—2sin %snnfai

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a {'infini

lim Int =+ ;
t—>+oa

lim € = +oo ;

1—3+oo
lim ¢’ =0
{-—)—oe
Sia>0, lim (® =+ ; sia@<0, lim t*=0
{—3tco f—>+oo

Craissances comparées a ['infini

. . e
Sia>0, hm — = +oo
t—tou pIX
. .t
Sia>0, lm —=9
t—3too

Formulaire de mathématiques -1-
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cosacosbh :—21v[cos(a +b) +cos(a—b) ]
sin asin b :—;—[cos(awb)—cos(a +b) ]

sinacosh = Tl;[sin {a +b) +sin(a - b) |
i

e’ =cosr+isin¢

cost = (ei’ +c"")

B |~

. ] . i
sinf = 7—;((:" —¢ ")
21

e =¥ (cos(B o) +isin(BD), oha=w+if

Comportement g l'origine

hminf = —oo
¢t}

; sia<0, imt% = 4o
10 11—

Sia>0, lim/* =0 ;

Sia>0, limt“lnt=0.
1—40
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

S S U] FAO)
1 ) 1
Int — Arcsint
t -2
¢’ e 1
. Arc tan ¢
Y (ae R) ar®” L+¢
sin ¢ cos ¢ e (ae €) ae”!
cos ¢ —sint
_ 2
tant¢ =]+tan‘t
cos” ¢

Opérations
(w+rv) =u +v
(ku) = ko’

(uv)’z uvuv

c) Calcul intégral

Valeur moyenne de fsur [a, b} :

Lb () dr

b—u

d) Développements limités
2 n
t t t
e =l —t b+ t"e (1)
21 n!

LRSS ot (1 17 (f)

T+1

SYA)

" 3
In(t H)—t————1 5

e} Equations différenticlles

+ta()

’,
u N . ..
(lnu) =—, ua valours strictement positives
u

’

Qla) =au®ty

Intégrution par parties :

J ult) v t)d’—[u)()]b Ju(t vlr) de

‘,3 15 t2p+l
$inf=—— et (= )P ———— 2P )
THETRET @p+1)!
24 2p
cosl—l—i—+t ot (1P 2P ()
21 41 (2p)

a(a—l)--(a—n+l){,,

+1"e(t)
n!

(+0)* =1+%44 a(a—l)tz et
i 21

Eguations

Solutions sur un intervalle |

alt) x"+ b()x=0

f)=ke™ -Gl) ou ( est une primitive de 1 > —%

b(t)
alt)

ax” + bx" +cx =0
équation caractéristique :
arl +br+ c=90

de discriminant A

Sia>0, f{t)= A" +pe™
Sida=0, f(t)=(Ar+ pu)e"
Sia<o, f{t)= I cos(B1)+usin(Br)|le® on r, =a+iff et r =a—if8 sont les racines

ou r et r, sont les tacines de I’équation caractéristique

ot r est la racine double de I’équation caractéristique

complexes conjuguées de I’équation caractéristique.

Formulaire de mathématiques

CPMAT

BTS Conception de produits industriels




